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磁気単極子のつ くる磁場の中での`
荷電粒子の運動,
中 村 孔 一
標準的な電磁気学の教科書によると,電 荷ほ存在するが,磁 荷は存在 しな
い。この意味で,電 気 と磁気は非対称である。
しかし,磁 荷の存在 を,理 論形式だけから排除することはできない。 む し
ろ,磁 荷が存在するほ うが,形 式的にはより対称性の高い理論ができる。実際
に,磁 気単極子 を検出しようとい う試みは,昔 から多勢の人達によって行われ
てきた。特に近年,素 粒子の相互作用を統一的に記述しようとす る"大統一理
論"が,磁 気単極子の存在を予言 したことから,そ れを検出す るためのさまざ
まな実験が世界中で行われている。現在 までのところ,存在 を示す確定的な結
果は,ど こでも出ていない。しか し,いずれにしても,磁荷が存在 しないこと
は,"今までのところ,存 在が確認 されていない"と い う意味での"経 験的な"
事実 と考えるべ きであろ う。




動量が,単 極子の位置 で特異性 をもち,荷 電粒子が単極子の位置 を通過す るよ
うな運動 では,角 運動量の保存則 が破れてい るよ うに見える。.
この パ ラ ドックスは,上 記の場の角運動量の特異性に起因する。そこで,荷
一1一
電粒子に拡が りをもたせて,場 の角運動量の特異点を取 り除けば,パ ラ ドック
スは解消すると予想 される。実際にそうなっていることを,具体的な計算によ
って示すことが,こ の小論の目的である。
この論文では,荷 電粒子を,質 量 も電荷 も一様に分布 した有限の半径の剛体
球 と考えて,そ の運動 を議論 し,上記の ような場合にも,確 かに角運動量が保
存 されていることを示す。この場合には,粒 子は自転角運動量をもち,そ の変
化が場の角運動量の変化を相殺して,角 運動量の保存を保証 している。







磁荷9を もつ磁気単極子(以 下,モ ノポール と呼 ぶ)が 原 点に静止 してい
る として,そ れ がつ くる磁場の中での点電荷の運動 を議論 する。点電荷の電荷
をe,質 量 を 〃2とす る。
点rに モ ノポールがつ くる磁場 はア
H-・9=1.T3(1)τ
であるから,点 電荷の位置 をr(の とす ると,そ れにはたら く力(Lorentz力)
は
F÷ 書 ×π一半 士 一書 ×r(2)
となる。ただ し,cは 真空中の光速 を表わす。 したが って,点 電荷 の運動方程
式 は
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擁嘉 一半 ÷ 吾 ×・ ・
と書ける。









となる。磁場が点電荷 におよぼす 力は仕事 をしないカ1ら,運動 エネルギーが保
存するわけである。、,
(ii)角運動量保存則
式(3)の 両辺 とrと の外積 をとると,
左辺… ・×謬 一・弓 チ(dr「×一∂ ),
右辺一三 ÷ ・×({17×・)一半6「(÷)
と'なる。これから直ちに,保存則
一 書 三 ÷-」(一定)(5)
が導かれる。 これは角運動量の保存則に他ならない。第1項 は,粒 子の原点の
まわ りの軌道角運動量であり,第2項 は,電 磁場の角運動量にな ってい る。こ




同 じ点 に モ ノポ ー ル が つ くる磁 場 は
r十.rH==9
(7)ir+.vi3










確 かに,こ れは,式(5)の 第2項 に一致 している。 ∴
電磁場の角運動=量λは,`rk平行であるbら,粒 子の 軌道角運動量L_mr
×dr/dtとは常に直交 している。このことに注意して,保 存量Jの2乗 を求め
ると,
」2-L2+(斜:(9)
となり,軌 道角運動量の大 きさLも 保存することがわかるぷ
(iii)加速度 と動径ベク トルの直交性t":]N ,
式(2)の 力Pは ・甑 赫 ク トル ・と直交 している;
.したぷ
粒 子の加速度 もrと 直交 してい る:`





の もとで,運 動方程式(3)を 解けば よい。
とりあえず,L・=mlro×ψol≒0として話 をすすめる。L=O,す なわち,roと
〃。が平行 な場合の運動については,別 に議論する。
保存量 」に平行に2軸 をとり,点 電荷 の位置 を極座標(r,O,妨 で表わす
ことにす る。
式(5)の 両辺 とr.との内積 をとると,
Jl・… 」rC・・θ・一 一 一手 ・・
す な わ ち, .'.1、 、
… θ… 晋(・2):・t
と な り,粒 子 は,Jに 平 行 な 軸 を もち,頂 角 が θ==arcCoS←ge/C∫)の円 錐 面
上 を運動することがわかる(正 確にいえ1串ge>Oの 場合には,0>π/2と」な
り,π 一θ を頂 角 とす る円 錐 面 に な る)。
また,式(9')と(12)より,軌道角鋼 量の大きさLに ついて,
L-:viJi・一(〃・/c)・-J・inθ'(13)
とい う関 係 式 が 得 られ る。
次 にrの 時 間 変 化 を調 べ て み よ う。 〆-r吋 を時 間 で2回 微 分 す る と,・
誓 一2・・農+2吾 ・裏.'
右 辺 の第1項 は,式(10)に ょ りゼ ロ。 第2項 は,式(4)よ り4E/neと な
る 。 した が っ て
d2r24E－語 「==一ヲ万『『・t・(14)
初 期 条 件(11)の も と で は,t
E-÷ η・〃・習 緩 ▲-2…v・
となることに注意 して,方 程 式(14)を積分す るとL
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r(t)==1/Vo212十2ro・Vot+ro2(15)
とな り,γ が 時 間 の 関 数 と して 求 ま る。 この 式 が モ ノ ポ ー ル の 磁 荷 や 粒 子 の 電
荷 に 依 存 しな い こ とは 面 白い 。
次に 卿 時間依存髄 調べるパ リ[道角運動量‥ 響・×∂・μ'の ・成分 を極
座標で書く.と,
L・-1112'・sin・θ 窃(16)
となる。一方,」 方向に2軸 をとったことを思い出す と,Laは
L-LテL芋 一∫・in・θ(17)
じ
と書 け る(式(13)を 使 った)。 この 式 と式(16)を く らべ る と,9に つ い て
の 微 分 方 程 式
dg _∫
二♂ 「一三 戸「:・.・ 、
が得 られ る。 式(15)を 代 入 す る と,
窃 一 ㌃,。 ♂臼2.i.v。t+r。・・,.・(18)
Jとroを 含 む 面 内 にx軸 を と る こ とに す る と,ep(0)-0。この 初 期 値 の も と
に,式(18)を 積 分 す る と,
9⑦ 一上{arCtan-!1・識llo・ 一・・Ct・n]㍊}
タ
とな り,qが 時 間 の 関 数 と して 求 ま る。










図－i粒 子は,J方 向を軸 とした円錐面の上 を運
動す る。
した が って,γ と 伊 の 間 に
・r(t)si皿【κ－sinθq(ず)]-r。sinx
とい う関 係 式 が 成 りた つ 。
この 関 係 式 は,
(20)
次 の よ うな幾 何 学 的 な 意 味 を も って い る 。 先 に 述 べ た よ う
に,粒 子 は,」 方 向 を軸 と した,頂 角0-arccos(-9e/cノ)の円 錐 面 上 を 運 動
す る。 この と き,動 径 ベ ク トルr(t)が錐 面 上 を掃 く角 度 がsiilOsρ(t)であ る
(図一1)・い い か え る と,錐 面 を展 開 した 面 上 で,ro－とr(t)のな す 角 がsinθ
妖 τ)に な る・Xはr。 とVoの な す 角 で あ った か ら,X-sinOgD(1)は,V。と
r(t)のな す 角 で あ る 。 した が って ,式(20)の 右 辺 がtに よ らな い定 数 で あ る
こ とは ・r(t)の先 端 が,展 開 面 上 でv。 の 延 長 線 上 に あ る こ と を意 味 して い る
(図一2)・粒 子 は,展 開 面 上 の 直 線,す な わ ち,錐 面上 の 測 地 線 に 沿 っ て運 動
す る わ け で あ る。








で あ る。rminが上 の 値 に な る こ とは,図 一2か ら も明 らか で あ る。 、
点 電 荷 は 円 錐 面 に 巻 きつ きな が ら,モ ノ ポ ー ル に 近 づ き,rml。まで 近 づ くと,
ge<0
図一3geの 符 号に よる運動の違い 。
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同じよ うに円錐面に巻 きつ きながら遠 ざか ってい く。
式(18)の右辺は,モ ノポールの磁荷や粒子の電荷の符号によら ず 正 で あ
り,角 度 伊 は時間 とともに単調に増大す る。 この ことは,粒 子が円錐面に巻
きつ く向 きが,常 に,J方 向に進む右 ネジの回転方向と同 じにな ってい るこ と
を意味 してい る。 しかし,式(12)に 見 られるように,geの 符号に よって,
rσに対す るJの 方向は異 なるので,同 じ初期条 件から出発 して もgeの符号に
よって運動の様i子は違 って くる(図 一3)。
1-4直線運動 の場合
初 速度 ひ。が動径 ベク トルに平行,あ るいは反平行 な場合 を考 えてみ よ う。
時刻t=-oで,L--Oであるが,Lの 大 きさが保存す ることから,Lは 常にゼ ロ
の ままである。いいかえると,粒 子の速度は常に動径 ベク トルと平行 か反平行
であ る61したが っポ 式(3)の 右辺はゼ ロとな り,粒 子 は等速直線運動 をす




となる。 これが運動方程式(3)と 初期条件(11)をみたす ことは明 らかであ
る。
ところが,式(5)で 与えられ る ∬は,こ の場合iこは
」=一旦sgn(-Vot十ro)k(22)
とな り,-Vot+roの符号に よって方向が変 る。粒子が原点を通過す る前後で,
Jが 不連続的に変化す るわ けである。 すなわち,」 が保存 しない ことになる。
厳密にいえば,運 動方程式(3)は,r・=Oで は意味 をもたない。 したが って,
式(3)か ら導かれ る保存則"J==一定"もr≒0で しか成 りたたない9た し
かに,式(22)で 与えられ る」は,原 点に到達す るまでは不変であ り,原点 を
一9一
通過 した後 も,別 の値ではあるが,一 定値 をとりつづ ける。 この意味では,式
(22)の」のふるまいに論理的な矛盾はない。 しか し,粒 子が原 点を通過す る
瞬間に,系 の角運動量が突然に変化す ることは奇妙 な感 じを与 える。
奇妙 さの原因は,粒 子 にはたら く力Fや 場 の角運動量 λが,τ一〇に特異点
を もっ ことにある。特異性 の現れ る理 由のひ とつは,粒 子 を点電荷 と考 えたこ
とにある。 したが って,粒 子に拡 が りをもたせれば,こ うした特異性 も消え,
系の角運動量 も正 し く保存 され るだ ろ うと予想 され る。次に その ことを見 てみ
よう。
2拡 が りをもつ荷電粒子の運動
・2-1運 動 方 程 式
前 章と同様に,磁 荷9を もつモ ノポールが原点に静止 してい ると し,そ れ
がつ くる磁場の中での荷電粒子の運動 を考える。
荷電粒子は,質 量 も電荷 も一様 に分布 してい る半径 αの剛体球 とす る。粒子
の全質量 をm,質 量密度 を ρ,n,全電荷 をe,電 荷密度 を ρeとす る。













乎'一告 嘉 ×・+鑑 ÷(・-3(碧 ・),1・1>a(26・・)
三 ÷1多lx・+器 ÷{(6・・-5・)・-3'(・・.剃 ・Ka
・ .(26・2)
となる。ただし,'Sは自転の角運動量
・-2誓 α2初 一 一(27)
ふ ト ロ
である蹄(26つ 嘩 頑 は・ 式(
,2)の右辺 と財 形 をしてお り;粒 子
を・ 中心に全電荷 が集 中.した点電荷 とみ なした ときのLorentz力にな って い
る。第2項 は
(26・)の第2項 噺 。(・・嘉)ず
と書 き変 え る こ と が で き,'自転 に と もな って 生 ず る磁 気 モ ー メ ン ト
μ一☆ ・(28)
.
が,式(1)で 与 えられ る磁場の中で受 ける力 と解釈で きる。 し たが って,
日〉αでは,粒 子の重心の運動方程式は,電 荷 εと磁気 モーメン トμをもつ質
点の運動方程式 と同 じになる。 しか し,・Fの原 点における特異性は,式(26・2)
に見るように,消 えてい る。 一
自転運動,す なわ ち,重 心の まわ りの回転の したが う運動方程式は
晋 －N≡∫x×dF'(29)
1エkα..


















式(30・1)の 第1項 は ・ 式(28),で 与 え られ る 磁 気 モ ー メ ン トμ が,式
(1)の磁場の中で受ける トルクに他ならない。第2項 は,粒子の内部の異な
る点での磁場が平行ではないことから生じる トルクであり,本質的に ・粒子の
拡 が り"の 効果であ る。 当然 この項は,aを ゼロにする極限で(sは 有限に留
めておいたとして も)消 えて しまう。 また,こ の項がなけれlsisの大 きさは変
化 しない。いいかえると,第1項 で表わ され る トル クだけでは,sの 方向は変
化するが,大 きさは変 らない。 そのことは,式(29)の 両辺 とsと の内積 をと
ってみればす ぐにわかる。 同様の ことは,式(30:2)に ついて もいえ る。式
(30・1)と(30・2)の第2項 がsの 大 きさを変えるこ とが後の議論で重要に
t4・
な る 。 ・
ま とめ る と・ 拡 が った 粒 子 の 運 動 は ・2っ のigllEb方程 式'(25)と1(29)で記
述される・そこでの力Fと いげNは ・ そ授 ㌧ 式
.⑳ と式(30)で与
えられ る。力も トル クも 回 〉αと 曰 くαで異な った 表式をもっが,い ずれ も
特異点はない。 ㌧,_・





刀卜書 ・農+ω ・薯 一{㌫ ・F+ω ・N'ls(31)
と書 ける。右辺のFとrvに ・式(26?1)と式(30・1)を代入すると,そ れ
ぞれの第1項 か らの寄与は・ それ自身で ゼロにな る。 また,第2項 か らの寄与
は互いに相殺 し、結果 はゼ ロになる。 したが って,同 〉αの領域で,全 運動エ
ネルギー(自 転 運動 のエネルギーまで含んだ)の 保存則 「'
÷癖 嘉+÷ ω…E(一 定)(32)
一 ユ2一
が 成 りた つ 。 式(31)の 右 辺 のFとNに, .式(26・2)と(30・2)を 代 入 し
'ても
,や は り上 と同 じ よ うな相 殺 が起 こ り,結 果 は ゼ ロに な る。 した が って ,







となる。この式の右辺の第2項 は,式(30・1)の右辺の第1項 と等 しいから
・×F-一㌘一昔(÷)一書t
-§…α2÷(2/-3』、(劣・・)r)'
r讐 苦(÷)一 書 一嘉 ♂昔(ず)
と書け乱 したがつて,式(33)より,保存則
バ 芸+・ 一 芸 ÷+設 ÷-J(一 定)(34)
が成 りたつ。左辺の第3項 は,点 電荷の場合に も存在 していた項で,電 磁場の




となる。 このEを 使 って,式(8)の 積分 を計算 しなおす と,




2-一一乎 ÷+爵 号 ・1・Ka(35・2)
が得 られ る。式(35・1)を見 ると,式(34)は
L-Fs+λ一」'(36)
と書 け,粒 子の 軌道角運動量 と自転角運動量に電磁場の角運動量 を合せた全 角
運動量の保存則 を表わ してい ることがわかる。
同 じよ うに,式(33)の 右 辺 のFに,式(26・2)を 代 入 し,式(30・2)
に注意すると,
r×F-一髪1+÷ ÷ 畜 一路 ÷ ま「(r2・)
、
が得 られ,保 存則
mr×一書+　 乎 ÷ 曙 一書 一」(一定)
が導かれ る。式(35・2)を見 ると,こ の式は,式(36)をlrl<aの 領域に延
長 した ものにな ってい る。式(35・2)によれば,r・・一Oでλはゼ ロにな り,前
章の最後 で問題に したRの 特異性は消えてい る・ したが って,式(36)で 表わ
される保存則は,r・=Oも含めて全域で成 りた ってい る と考 えて よい。
Sの方向が変化す るし,λ の大 きさ も変 るの で,点 電荷の場合 と違 って,」
とrの 間の角度 θは一定ではない。 そのため,こ の モデルでは,一 般の初期
条件に対 して,粒 子の軌道 を解析的に求めるこ とはで きない。 、
そこで,以 下 では直線運動 とい う特別な場合に議論 を限 り,前 章の終 りの部
分で述べた"角 運動量の突然の跳び"と い う問題が,こ のモデルで,ど の よう
に解決 され るかを見てみ よう。
2-3直 線運動
夫 を空 聞 に 固 定 され た あ る単 位 ベ ク トル と し、
r==2k,s===sk(37)
とす る と,式(26)のFと 式(30)のNは,と もに に 瓦比 例 す る。 した が っ
一14一
て,運 動方程式(25)と(29)は,式(37)の 形の解,す なわ ち,kを 含む直



































とな る。.ただ し,s(+。。)=s。.とした 。
sは2と と もに単 調 に変 化 して,2=+。 。か らz・=一。。に 行 く間 に,-2d
==-2ge/cだけ変 る。 しか も,sの 変 化 の 大 部 分 は,a>z>-aの 範 囲 で起 っ
てい る。aを ゼ ロに近 づ け て い くと,s(2)は 階 段 関 数 に近 づ い て い く。 この
Sの 変化 が,前 章 の 終 りで 述 べ た"λ の 跳 び"を 相 殺 して くれ るの で あ る。 そ





























で あ り,し か も,aを ゼ ロに 近 づ け る と,λ の2依 存 性 は 階 段 関 数 的 に な る。
こ れ は,点 電荷 の 場 合 の λの ふ る まい と一 致 して い る。
式(40)と 式(41)を 見 くらべ る と,確 かに,s(a)の 変 化 と2の 変 化 が相
殺 し,常 に
s(a)k+2-(s。。一σ)k
が成 りた っていることがわか る。系の角運動量を完全に保存 させ るためには,











とな る。 当然 で あ る が,こ の 力 は,式(38)の 右 辺 を式(40)の 結 果 を使 って
書 きか え る こ とで も得 られ る。・
式(40)よ り,σ を正 とす る と,ds/dxは常 に 正 で あ るか ら,sが 負 に な る
とFは 正 に な る。 も しs。。が σ よ り少 さ い と・Z>0でsが 負 に な る領 域 が存
在 す る。 した が って,こ の 場 合 に は,2の 正 の 側 か らモ ノポ ー ル に 向 って走 っ
て きた粒 子 は,原 点 に到 達 す る以 前 に,モ ノポ ー ル か らの 反 摸 力 を 受 け 始 め
るb例 と して,s。。一 σ/2の場 合 のV(の の グ ラフ を図一4に 示 す 。 図 か ら容 易
に わ か る よ うに,こ の 場 合 に は,2の 正 の側 か ら負 の 方 向 に 向 って走 る粒 子 は・























図 一4s。。=a/2≡ge/2cのと きの,自 転 角 運 動 量 の 大 き さ
S(2)とポテ ン シ ャル ・エ ネ ル ギ ーV(の の グ ラ フ。
横 軸 はaを 単 位 と した2,S(の とV(の の 単 位 は,
それ ぞ れ,σ ≡ge/cと5σ2/4ma2にと って あ る。
5σ2/2ma2より小 さい と,粒 子は途中で押 し戻 されて しまい,更 び2の 正の方
向に飛 び去 って しま うことになる。
この ような粒子のふ るまい も,自 転運動の効果であ って,粒 子 を点電荷 とし
たときには見 られなか った ことである。
以上の考察 から,次 の よ うな結論 を得 ることがで きる。磁気単極子のつ くる
磁場の中での荷電粒子の古典 力学的運動 を矛盾な く記述す るためには,粒 子の
自転運動の 自由度 を正確に とり入れ なければならない。 しか し,そ うすると,
自転に ともな って粒子は磁気モーメン トをもつことにな り,粒 子の受 ける力は
単純なLorentz力だけではな く,そ れに,磁 気モメーン トが磁場 中で受 ける
力が加わることになる。
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